Лекция 1. Множество рациональных чисел

Вопросы:
1. Множество положительных рациональных чисел (на примере измерения отрезков)
2. Понятие дроби. Равные дроби. Отношение равенства на множестве дробей. 3. Понятие положительных рациональных чисел. Запись рационального числа в виде несократимой дроби.
4. Сложение положительных рациональных чисел. Законы сложения: коммутативный и ассоциативный. Вычитание на множестве положительных рациональных чисел.
5. Умножение положительных рациональных чисел. Законы умножения: коммутативный, ассоциативный и дистрибутивный относительно сложения. Деление на множестве положительных рациональных чисел.

Содержание
1. Множество положительных рациональных чисел (на примере измерения отрезков)
Большинство применений математики сводится к двум основным задачам: 
– подсчету числа элементов конечного множества;
– измерению величин. 
При перечислении элементов конечных множеств ответ выражается натуральным числом: четыре арбуза, восемь грузовиков, три куска материи. При этом не обращают внимания на то, что массы арбузов могут оказаться различными, что куски материи могут иметь разную длину, а грузовики — разную грузоподъемность. Однако, чтобы узнать, хватит ли материи в этих кусках для изготовления костюмов на четырех человек, надо измерить длину каждого куска материи. 
Вообще, измерение величин, т.е. сравнение этих величин с некоторой единицей измерения (метром, килограммом и т.д.) и выражение результата сравнения числом, встречается почти в любом виде человеческой деятельности.
Если измеряемую величину можно разделить на несколько частей, «равных» единице измерения, то результат измерения (или, как говорят, мера величины) выражается натуральным числом. Чаще, однако, единица измерения не укладывается целое число раз в измеряемой величине. Поэтому для выражения меры величины приходится расширить запас чисел, введя числа, отличные от натуральных.


Рассмотрим различные расширения множества натуральных чисел, построив сначала множество положительных рациональных чисел , потом — множество положительных действительных чисел  и, наконец, множество действительных чисел R. При этом для каждого вида чисел будут определены операции сложения и умножения, отражающие определенные операции над измеряемыми величинами и единицами измерения. Чтобы выяснить, какова эта связь, рассмотрим измерение длин отрезков.
Скажем, что отрезок a разбит на отрезки a1, а2,…, аn (или состоит из этих отрезков), если он является их объединением, причем никакие два из них не имеют общей внутренней точки, хотя и могут иметь общие концы. 
Если отрезок а разбит на отрезки a1, а2,…, аn, то его называют суммой этих отрезков.
Выберем некоторый отрезок e и назовем его единичным отрезком или единицей измерения длины. Если отрезок а можно разбить на n отрезков, каждый из которых равен единичному отрезку е, то скажем, что отрезок а кратен отрезку е, и назовем число n мерой или значением длины отрезка a при единичном отрезке е. 
Меру отрезка а при единичном отрезке е обозначим me(а). 
Если единичный отрезок е фиксирован, то вместо me(а) будем писать m(а) и называть это число просто длиной отрезка. 
Необходимо иметь в виду, что при переходе к другой единице измерения число m(а) изменяется, хотя сам отрезок остается неизменным.

Если m(а) = n, то будем писать  что означает: отрезок а состоит из n отрезков, равных отрезку е. 
Каждому отрезку e соответствует множество P отрезков, кратных е. Каждому из таких отрезков мы поставили в соответствие его длину при единичном отрезке е — натуральное число m(а). Если отрезки a и b равны, то m(а) = m(b). Обратно, если m(а) = m(b), то отрезки a и b равны. 
Рассмотрим теперь в общем виде переход от одной единицы измерения длин к другой. Пусть е1, и е2 — две единицы измерения длины, причем е1, в n раз больше, чем е2, т.е. e1 = ne2, где n — натуральное число. 
Если при измерении отрезка а единицей измерения е1, получилось число р (т.е. если a = pe1), то при измерении того же отрезка а отрезком е2 получится число pn (т.е. a = (pn)e2). В самом деле, отрезок а состоит из p отрезков, равных отрезку е1, а каждый из них — из n отрезков, равных отрезку e2». Значит, в отрезке а содержится pn отрезков, равных е2, т.е. a = (pn)e2. Так как a = pe1 и e1 = ne2, то мы доказали равенство p(ne2) = (pn)e2.
Будем обозначать длину отрезка а, измеренного единичным отрезком e1 через m1(a), а длину того же отрезка, измеренного единичным отрезком e2, — через m2(a). Тогда m1(a) = p и m2(a) = pn. Учитывая, что длина отрезка e1, измеренного отрезком e2, равна n, т.е. m2(e1) = n, равенство m2(a) = pn можно записать так: m2(a) = m1(a)m2(e1).	(2)
Итак, мы доказали следующее свойство длины отрезка.
Если отрезок а кратен отрезку е1, а отрезок e1 кратен отрезку e2 то отрезок а кратен е2, причем выполняется равенство (2).

2. Понятие дроби. Равные дроби. Отношение равенства на множестве дробей.
	Рассмотрим отрезок а и единичный отрезок е.
Отрезок а (рис. 1) длиннее, чем отрезок, равный 3e, но короче, чем отрезок, равный 4е. 


				Рис. 1
Поэтому его длину при единичном отрезке e нельзя выразить натуральным числом. Однако если разбить отрезок е на пять равных частей и выбрать одну из них за новую единицу длины, то длина отрезка а выразится натуральным числом 18 — он состоит из восемнадцати отрезков, каждый из которых составляет пятую часть единичного отрезка.

Для того чтобы выразить натуральным числом длину какого-нибудь другого отрезка, пришлось бы делить исходный единичный отрезок не на пять, а, скажем, на 38 или 217 частей. При этом на сколько бы частей мы ни разделили единичный отрезок, можно найти отрезок, для измерения которого придется делить единичный отрезок на еще большее число частей. Поэтому удобнее поступить иначе — не стремиться всегда выразить длину натуральным числом, а сохранить один и тот же единичный отрезок, но каждый раз указывать, на какое число частей мы его делим и из скольких таких частей состоит измеряемый отрезок. В описанном выше случае результат измерения выразится парой натуральных чисел (18; 5). Чаще такую пару записывают в виде дроби 


Длина одного и того же отрезка а может при заданном единичном отрезке е выражаться различными дробями. В самом деле, если na = pe, то при любом натуральном m имеем (nm)а = (рm)е, а потому длина того же отрезка а выражается не только дробью , но и дробью  Докажем следующую теорему.


Теорема. Для того чтобы дроби  и  выражали длину одного и того же отрезка а, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство натуральных чисел pq = nt.
Без доказательства.


В дальнейшем мы будем называть две дроби  и , такие, что pq = nt, равными. 
Мы видим, что две дроби равны в том и только в том случае, когда они выражают длину одного и того же отрезка.

3. Понятие положительных рациональных чисел. Запись рационального числа в виде несократимой дроби.
Поскольку длина отрезка должна выражаться одним числом, эквивалентные дроби являются различными представлениями одного и того же числа. 
Определение. Числа, которые можно представить (записать) в виде дроби, называются положительными рациональными числами. 
Определение. Положительным рациональным числом называется множество равных дробей.




Таким образом, ни , ни , ни  не являются сами по себе положительными рациональными числами. Лишь совокупность дробей  является положительным рациональным числом.

Дроби же  и т.д. — представители, записи этого числа.
Среди всех записей данного положительного рационального числа в виде дроби можно выделить запись, в которой числитель и знаменатель взаимно просты. Такие дроби называют несократимыми. Итак, справедлива следующая теорема:
Теорема. Для любого положительного рационального числа а (т.е. для любого множества эквивалентных дробей) найдется одна и только одна представляющая его дробь, числитель и знаменатель которой взаимно простыми числами.
Без доказательства.

4. Сложение положительных рациональных чисел. Законы сложения: коммутативный и ассоциативный. Вычитание на множестве положительных рациональных чисел.
Вначале докажем следующую теорему.

Теорема. Любые два числа а и b из множества  можно представить в виде дробей, имеющих одинаковые знаменатели.
Доказательство. 


В самом деле, пусть число а представлено дробью  а число b — дробью  


Тогда эти же числа можно представить дробями  и , имеющими одинаковые знаменатели.


Замена дробей равными им дробями, имеющими одинаковые знаменатели, называется приведением к одному знаменателю. Наименьшим общим знаменателем дробей  и  является наименьшее общее кратное чисел n и q.



Определение. Чтобы сложить положительные рациональные числа а и b, надо представить их дробями  и , имеющими одинаковые знаменатели; сумма этих чисел представляется дробью  (т.е. дробью с тем же знаменателем, числитель которой равен сумме числителей слагаемых дробей).
Если числа а и b представлены дробями с различными знаменателями, надо сначала привести эти дроби к одному знаменателю, а потом применить, сформулированное выше правило:

.
	

Из определения сложения во множестве  легко следует, что операция сложения обладает свойствами коммутативности, ассоциативности: 

1) для любых чисел а, b из множества  имеем: a + b = b + a;

2) для любых чисел а, b, c из множества  имеем: a + (b + c) = (a + b) + c.
Докажем, например свойство 1, что a + b = b + a. 


Представим числа a и b дробями  и . Тогда:

.
Свойство 2 доказывается аналогично.



Определение. Число  больше числа , если существует такое 

, что а = b + с.
В этом случае пишут а > b. 
Это отношение асимметрично, транзитивно и линейно.


Если числа а и b выражены дробями  и , имеющими одинаковые знаменатели, то а > b в том и только в том случае, когда р > t. 


Отношение порядка в множестве  обладает двумя свойствами, отличными от свойств такого же отношения в множестве натуральных чисел. Напомним, что среди натуральных чисел есть наименьшее число 1, а, кроме того, множество натуральных чисел дискретно — для каждого натурального числа есть непосредственно следующее за ним число. Иначе обстоит дело в множестве :

а) в множестве  нет наименьшего числа;

б) между любыми двумя различными числами а и b из  заключено бесконечно много чисел того же множества.



Отметим, что среди чисел из множества  нет наибольшего: для любого числа а, представленного дробью , существует число, которое больше него, например число, представленное дробью .

Определим теперь операцию вычитания во множестве . 


Пусть а > b. Тогда по определению существует такое , что а = b + с. Покажем, что число с однозначно определено. В самом деле, пусть а = b + d, где . Тогда имеем b + с = b + d. 

В силу сократимости сложения в  отсюда следует, что с = d, а это и значит, что с однозначно определено.

Определение. Разностью чисел а и b называют такое число  , что а = b + с, 
Обозначают а – b. 



Если числа а и b представлены дробями  и , то а – b выражается дробью . 



Если числа а и b представлены дробями  и , то а – b выражается дробью .

5. Умножение положительных рациональных чисел. Законы умножения: коммутативный, ассоциативный и дистрибутивный относительно сложения. Деление на множестве положительных рациональных чисел.



Определение. Произведение числа а, выражаемого дробью , на число b, выражаемое дробью , называют дробь .

Умножение во множестве  обладает свойствами коммутативности, ассоциативности и дитрибутивности относительно сложения: 

1) для любых чисел а, b  из множества , имеем а b = b a;

2) для любых чисел а, b, c из множества , имеем, (а b) с= a (b с);

3) для любых чисел а, b, c из множества , имеем, (а + b) с= a с+ b с.
Докажем, например, дистрибутивность.

Пусть  (дроби всегда можно привести к равным знаменателям), тогда

.
Остальные свойства доказываются аналогично.


Операция деления во множестве  определяется как операция, обратная умножению. 


Определение. Для любых чисел а и b из множества  найдется такое число , что а = bс. 


Если число а представляется дробью , а число b — дробью , то 

. 


Вопросы и задания:

1. Отрезок MN длиной 1 м разделили на 7 равных частей (рис. 176).
[image: ris6_7.wmf]
Найдите:
1) длину отрезка MA;				2) длину отрезка BE;
3) длину отрезка PN;				4) длину отрезка MB;
5) длину отрезка BN;				6) длину отрезка AP.
2. Какое число называется положительным рациональным числом?


3. Запишите дробь со знаменателем 60, равную:



1) ;				2) ;			3) ;	



4) ;			5) ;		6) .
4. Что значит сократить дробь?


5. Какая дробь называется несократимой?


6. Сколько существует несократимых дробей, равных данной дроби?


7. Сократите дробь:




1) ;		2) ;		3) ;		4) ;




5) ;		6) ;		7) ;		8) .
8. Что значит привести дроби к общему знаменателю?


9. Чему равен наименьший общий знаменатель несократимых дробей?


10. Как можно привести дроби к общему знаменателю?


11. Как найти дополнительный множитель?


12. Приведите к наименьшему общему знаменателю дроби:






1)  и ;			2)  и ;			3)  и ;		






4)  и ;			5)  и ;			6)  и .
13. Какая дробь называется правильной?


14. Какая дробь называется неправильной?


15. Какое из двух чисел меньше:
а) правильная дробь и неправильная дробь;

б) правильная дробь и 1;

в) неправильная дробь и 1?

16. Чему равна сумма дробей с одинаковыми знаменателями?


17. Какой формулой можно записать правило сложения дробей с одинаковыми знаменателями?


18. Как сложить дроби с разными знаменателями?


19. Как следует записывать результат сложения двух дробей?


20. Найдите сумму дробей:



1) ;		2) ;		3) ;



4) ;		5) ;		6) .
21. Как формулируется коммутативный закон сложения положительных рациональных чисел?


22. Как формулируется ассоциативный закон сложения положительных рациональных чисел?


23. Чему равна разность дробей с одинаковыми знаменателями?


24. Какой формулой можно записать правило вычитания дробей с одинаковыми знаменателями?


25. Как найти разность дробей с разными знаменателями?


26. Найдите разность дробей и проверьте ее сложение:


1) ;					2) ;		


3) ;					4) .

27. Чему равно произведение двух дробей?

28. Какой формулой можно записать правило умножения дробей?

29. Как умножить дробь на натуральное число?

30. Какой формулой можно записать правило умножения дроби на натуральное число?

31.Выполните умножение дробей:



1) ;			2) ;			3) ;



4) ;			5) ;			6) ;



7) ;			8) ;			9) .
32. Как формулируется коммутативный закон умножения дробей?


33. Как формулируется ассоциативный закон умножения дробей?

34. Как формулируется дистрибутивный закон умножения относительно сложения? 



35. Сформулируйте дистрибутивный закон умножения относительно вычитания.





36. Как называются числа , ,  в записи ?


37. Что такое частное двух дробей?

38. Как разделить дробь на дробь?

39. Как разделить дробь на натуральное число?

40. Можно ли разделить дробь на 0?

41. Сформулируйте основное свойство частного.


42. Найдите частное от деления дроби  на:



1) ;				2) ;				3) ;		



[bookmark: _GoBack]4) ;				5) ;			6) .
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