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Желаю успехов!

Лекция 3. Множество действительных чисел
Вопросы:
1. Измерение длины отрезка, несоизмеримого с единичным отрезком. Бесконечные десятичные дроби. Действительные числа. Запись положительного действительного числа. Иррациональные числа.
2. Отношение порядка на множестве положительных действительных чисел.
3. Сложение и умножение положительных действительных чисел. Законы сложения и умножения. Вычитание и деление на множестве положительных действительных чисел.
4. Отрицательные действительные числа. Множество действительных чисел. Взаимно однозначное отображение множества действительных чисел на множество точек координатной прямой. 
5. Противоположные числа. Модуль действительного числа.

1. Измерение длины отрезка, несоизмеримого с единичным отрезком. Бесконечные десятичные дроби. Действительные числа. Запись положительного действительного числа. Иррациональные числа.
С помощью положительных рациональных чисел можно с любой степенью точности выразить результат измерения той или иной величины, в частности, отрезка. Но существуют отрезки, для которых нельзя указать точное значение длины. Эти отрезки несоизмеримы с единичным отрезком.
Теорема: диагональ квадрата несоизмерима с его стороной.
В самом деле, пусть длина стороны квадрата равна 1. 



Предположим, что диагональ АС квадрата АВСD соизмерима с его стороной и ее длина выражается несократимой дробью . По теореме Пифагора тогда имело бы место равенство , т.е. . 





Из него следует, что . Значит, р2 — четное число, а тогда и число р четно (почему?). Итак, р = 2р1. Заменив в равенстве  число р на 2р1 получаем , т.е. . Отсюда следует, что q2 четно, а, следовательно, q — четное число. Итак, числа р и q четны, а потому дробь  можно сократить на 2, что противоречит предположению об ее несократимости. 
Это противоречие показывает, что если за единицу длины выбрана сторона квадрата, то длину диагонали этого квадрата нельзя выразить рациональным числом, т.е. эта диагональ несоизмерима со стороной квадрата.



Для того чтобы можно было выразить числом результат измерения любого отрезка, надо расширить множество  положительных рациональных чисел, пополнив его новыми числами. Получающиеся при этом числа называют положительными действительными числами, а множество таких чисел обозначают R+. Разумеется, каждое положительное рациональное число должно принадлежать R+ т.е. должно выполняться включение . Кроме того, надо определить операции сложения и умножения в R+ так, чтобы для рациональных чисел они совпадали с теми, которые определены в , и чтобы меры отрезков и после расширения множества чисел обладали, свойствами аддитивности и мультипликативности.
Положительные действительные числа и бесконечные десятичные дроби
Можно показать, что результат измерения любого отрезка может быть записан в виде бесконечной десятичной дроби (непериодической).
При измерении отрезков никогда не получится дробь, заканчивающаяся бесконечной последовательностью девяток, например дробь вида 0,499...9...
Пример 1. Переведите бесконечную десятичную дроби в обыкновенную: 
1) 0,499…9… ;		2) 0,12(9).
Решение:

1) 0,499…9… = 0,4(9) = .
2) 0,12(9) = 0,13 (проверьте самостоятельно).

Обозначим множество бесконечных десятичных дробей, отличных от 0,00…0… и не заканчивающихся последовательностью девяток, через R+ и назовем множеством положительных действительных чисел.







Для каждого положительного действительного числи х можно указать его приближенные значения. Приближенное значение по недостатку с точностью до  получится, если оставить целую часть числа и первые k цифр после запятой, а все остальные цифры отбросить. Его обозначают xk. Иными словами, если , то . Прибавляя к этому числу , получим приближенное значение  для х по избытку, .

Например, если х = 4,7128356…, то x3 = 4,712 – приближенное значение по недостатку и  = 4,713 – Приближенное значение по избытку.
	Примерами иррациональных чисел могут служить квадратные корни из натуральных чисел, не являющиеся квадратами натуральных чисел:  и т.д.
Иррациональными числами является число . Это число равно отношению длины окружности к ее диаметру
Определение. Объединение множеств рациональных чисел и иррациональных чисел называется множеством действительных чисел и обозначается R. 

2. Отношение порядка на множестве положительных действительных чисел.
Пусть заданы два положительных действительных числа x и y:




Число х меньше числа у, если m < n или если найдется такое k, что  но . 
Легко проверить, что отношение «<» в множестве R+ является строгим линейным порядком, т.е. оно антирефлексивно, антисимметрично, транзитивно и при х  y либо х < у, либо у < х. 
В множестве R+, как и в множестве Q+, нет ни наименьшего, ни наибольшего элемента. Кроме того, между любыми двумя числами из R+  лежит бесконечно много рациональных чисел.

3. Сложение и умножение положительных действительных чисел. Законы сложения и умножения. Вычитание и деление на множестве положительных действительных чисел.
Определим теперь операции сложения и умножения в R+. 
Пусть даны числа:


из R+. 



Тогда при любом k имеем неравенства  и . Ясно, что число х + у должно быть не меньше, чем любое из чисел xk + yk, но меньше, чем любое из чисел . 


Определение. Суммой положительных действительных чисел x и y называют число x + y, удовлетворяющее условию: , где xk, yk — десятичные приближения этих чисел по недостатку, а  — по избытку.
Можно доказать, что операция сложения в множестве R+ коммутативна, ассоциативна. 

Определение. Произведением чисел х и y называют единственное число, удовлетворяющее условию: 
Операция умножения в R+ коммутативна, ассоциативна. Она дистрибутивна относительно сложения. 

Определение. Для любых двух чисел а и b из R+, таких, что а > b, найдется такое , что а = b + с. Это число называют разностью чисел а и b и обозначают а – b. 
Операция вычитания в R+ всегда выполнима, причем она обратна операции сложения.
Нетрудно доказать, что если



то . 
Определение. Для любых двух чисел х и у из R+ найдется такое число z, что х = уz. Это число называют частным от деления х на у и обозначают х : у. 
Операция деления в R+, таким образом, всегда выполнима, причем она обратна операции умножения.
Нетрудно доказать, что если



то .

4. Отрицательные действительные числа. Множество действительных чисел. Взаимно однозначное отображение множества действительных чисел на множество точек координатной прямой. 
Положительными числами мы давно пользуемся, но мы знаем и другие числа — отрицательные.
Пример. Рассмотрим шкалу термометра. Часть шкалы вверх от нуля напоминает координатный луч. Числа, которые на ней нанесены, используются для записи показаний термометра, когда температура выше нуля. Например, термометр показывает температуру +4° (говорят «плюс 4» или «4° выше нуля»), термометр показывает температуру –3° (говорят «минус 3» или «3° ниже нуля»).
Еще два примера. Если фирма потерпела убыток 97 млн р., то в графе «Доход» напишут: –97 млн р.
Если производительность труда упала на 3 %, то в графе «Рост производительности труда» напишут: –3 %.
Если перед положительным числом поставить знак «–», то получится новое число, которое называется отрицательным числом.
Число нуль не относится ни к положительным, ни к отрицательным числам. Записи 0, + 0, – 0 означают одно и то же число нуль.


Любое известное нам положительное число записывается в виде положительной дроби , где m и n — натуральные числа. Значит, любое отрицательное число записывается в виде отрицательной дроби .
Положительные дроби, отрицательные дроби и нуль называются рациональными числами.
Абу-ль-Вефа (940–997) арабский математик из Хорасана. В его арифметическом трактате «О том, что нужно знать писцам и дельцам из науки арифметики» идет речь о применении отрицательных чисел. В рукописях Х в. в странах ислама других упоминаний отрицательных чисел не найдено.

5. Противоположные числа. Модуль действительного числа.
Рассмотрим числа –19,2 и 19,2. Эти числа отличаются только знаком. Такие числа называются противоположными.
Два числа, отличающиеся только знаком, называются противоположными друг другу.
Число 0 противоположно само себе.
Каждое число имеет единственное противоположное. Число, противоположное отрицательному числу, положительно.
Изобразим на координатной прямой точки с координатами –3,5 и 3,5. Они расположены на одинаковом расстоянии 3,5 единицы длины от начала отсчета — точки О, но в противоположных направлениях. 
Это и означает. что числа –3,5 и 3,5 противоположны друг другу.
[image: Рис7_5]
Так как точки –3,5 и 3,5 расположены на координатной прямой на одинаковом расстоянии от точки О, то они симметричны относительно этой точки. Вообще,
точки, изображающие на координатной прямой противоположные числа, симметричны относительно начала отсчета.
Мы знаем, что если перед положительным числом или нулем поставить знак «+», то получится число, равное данному. А если поставить знак «–», то получится число, противоположное данному.
Например, если перед числом 3 поставить знак «+», то получится +3, а +3 = 3. А если перед числом 3 поставить знак «–», то получится –3, а число –3 противоположно числу 3.
Условимся и для отрицательных чисел пользоваться знаками «+» и «–» аналогичным образом, т. е. будем считать, что если перед отрицательным числом поставить знак «+», то получится число, равное данному. А если поставить знак «–», то получится число, противоположное данному.
Например, если перед числом – 3 поставить знак «+», то получится 
+ (– 3), и причем + (– 3) = – 3.
А если перед числом – 3 поставить знак «–», то получится – (– 3). Число – (– 3) противоположно числу – 3. Числу – 3 противоположно единственное число 3, поэтому – (– 3) = 3. Итак, + (– 3) = – 3; – (– 3) = 3.
Модулем положительного числа называется само это число.
Модулем отрицательного числа называется противоположное ему число.
Модуль нуля равен нулю.

Модуль числа а обозначается .
Например,



; ; .
Модули противоположных чисел равны.

Например, .
Если число не равно нулю, то его модуль положителен.



Расстояние от точки  до точки О равно  и . 



Расстояние от точки  до точки О равно  и . 
Вообще,
модуль числа равен расстоянию от точки, изображающей это число на координатной прямой, до начала отсчета.

Вопросы и задания.
1. Как образуется множество действительных чисел? 
2. Приведите примеры иррациональных чисел.
3. Определите, какие из следующих десятичных дробей представляют рациональные числа, а какие - иррациональные: 2, 323232...; 3,52(375); 1,37(9); 1,212012001...; 15,41741174117... .
4. Действительное число х записано в виде бесконечной десятичной периодической дроби. Какое утверждение истинно: 
а) действительное число х является рациональным числом;
б) действительное число х является иррациональным числом?
5. Среди следующих высказываний укажите истинное, для ложных высказываний постройте их отрицания:
а) любое рациональное число является действительным;
б) любое действительное число является рациональным;
в) существуют действительные числа, не являющиеся рациональными.
6. Какие числа называются противоположными числами. Приведите примеры.
7. Что называется модулем действительного числа.
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