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Уважаемые студенты 1 курса!
Вам необходимо прочитать эту лекцию
и выполнить задания практического занятия.

Лекция. Бинарные отношения
Вопросы:
1. Понятие бинарного отношения.  
2. Свойства бинарных отношений между элементами множества: рефлексивность, антирефлексивность, симметричность, антисимметричность, транзитивность и антирефлексивность. 
3. Отношение эквивалентности. Связь отношения эквивалентности с разбиением множества на попарно непересекающиеся подмножества. Роль отношения эквивалентности при определении понятий через абстракцию.
4. Отношение порядка. Упорядоченные множества. Свойства дискретности и плотности линейно упорядоченных множеств.
	
Содержание лекции
			Вначале рассмотрим вопросы отношений между элементами двух множеств
1. Отношения между элементами двух множеств. 
	В начальном курсе математики изучают различные взаимосвязи между двумя множествами.
	Например, взаимосвязи между числовыми выражениями и их значениями, между геометрическими фигурами и числами, между текстовыми задачами и их моделями.
	Рассмотрим примеры:
Пример 1. Найди значение выражения:
а) (12 + 13) : 5;
б) 100 : 25 – 2; 
в) 69 – (24  2 – 16).
	В этом случае мы устанавливаем связь между выражениями и их числовыми значениями.
Пример 2. Найди площадь фигуры:

а)			       б)			  в)




	В этом случае мы устанавливаем связь между фигурами и числовыми значениями их площадей.
Пример 3. Реши уравнение:
а) х + 12 = 26;	
б) 28 : х = 2;
в) х – 4 = 10.
В этом случае мы устанавливаем связь между уравнениями и числами, которые являются решениями этих уравнений.
Что общего между этими примерами?
Во всех случаях имеются два множества:
в первом случае– это множество А, состоящее из трех выражений, и множество N натуральных чисел;
во втором случае – это множество В, состоящее из трех геометрических фигур, и множество N натуральных чисел;
в третьем случае – это множество С, состоящее из трех уравнений, и множество N натуральных чисел.
	Выполняя предложенные задания, мы установили связь (отношение или соответствие) между элементами этих множеств. 
Например:
1) (1 а, 5), (1 б, 2), (1 в, 37);
2) (2 а, 4), (2 б, 4), (2 в, 12);
3) (3 а, 14), (3 б, 14), (3 в, 14).
	Эти записи показывают, что любое отношение (соответствие) между двумя множествами Х и У можно рассматривать как множество упорядоченных пар, образованных из этих элементов. А упорядоченные пары – это элементы декартова произведения.
Определение 1. Отношением (соответствием) между элементами множеств X и Y называется всякое подмножество декартова произведения этих множеств.
Отношения принято обозначать буквами P, S, T, R и т.д.
Таким образом, чтобы задать отношение P между множествами X и Y, достаточно указать подмножество Г декартова произведения X  Y. Иными словами, отношение P — тройка множеств (X, Y, Г), где Г  X  Y. Если a и b — элементы множеств X и Y, на которых задан предикат P(x, y), то запись aPb означает то же, что и высказывание P(a, b). Она является обобщением записи многих соответствий и отношений, употребляемых в математике.
Сравните, например, запись aPb с записью отношения равенства (a = b) или больше (a > b) действительных чисел, или с записью параллельности (a || b) и перпендикулярности (a  b) прямых.
Пример 2. Отношение между элементами множеств X = {2, 3, 5, 11} и Y = {6, 7, 9, 10}, заданное двуместным предикатом «число x является делителем числа y», можно представить в виде таблицы, где находящиеся в данном отношении пары элементов отмечены знаком «».
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Очевидно, что множество Г = {(2, 6), (2, 10), (3, 6), (3, 9), (5, 10)} — это множество пар элементов, находящихся в заданном отношении, и является подмножеством декартова произведения множеств 
[bookmark: стык1]XY = {(2, 6), (2, 7), (2, 9), (2, 10), (3, 6), (3, 7), (3, 9), (3), (5, 6), (5, 7), (5, 9), (5, 10), (11, 6), (11, 7), (11, 9), (11, 10)}.
Для отношений используется терминология, отличающаяся от терминологии, применяемой для двуместных предикатов. 
Так, множество X называется областью отправления отношения; множество Y — областью прибытия отношения; 
множество Г — графиком отношения. 
В школьном курсе математики часто встречаются с отношениями между элементами одного множества. Например, отношения равенства, подобия, равенства между геометрическими фигурами; отношения равно, больше между числами; отношения параллельности и перпендикулярности между прямыми. Для них вводятся и специальные знаки.

2. Изображение отношений между элементами двух конечных множеств при помощи графов.
Отношение, заданное на конечных множествах, можно изобразить с помощью ориентированного графа. 
Ориентированным графом называется чертеж, состоящий из точек и соединяющих их стрелок.
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Пример 3. Графом отношения, рассмотренного в примере 2, является рисунок:
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Пример 4. Граф отношения «число х является делителем числа y»
заданного на множестве Х = {2, 4, 6}, имеет следующий вид:


Стрелка на графе, у которой начало совпадает с концом, называется петлей.

[bookmark: _GoBack]	Итак, перейдем к бинарным отношениям.
1. Понятие бинарного отношения.
		Если рассматривать отношения между двумя элементами, то такие отношения называют бинарными; отношения между тремя элементами – тернарными; отношения между элементами n элементами – n – арными.
		Например, отношения «больше», «меньше», «равно», «больше на», «меньше на», «больше в … раз», «меньше … в раз», и т.д. являются бинарными отношениями.
		Например, отношение «точка Х лежит между точками У и Z» является тернарным отношением.
Определение. Бинарным отношением на множестве Х называют всякое подмножество декартова произведения Х  Х.
		Бинарные отношения задают:
1) перечислением пар элемента множества Х:
2) с помощью таблицы;
3) с помощью графа.
Пример. Дано бинарное отношение Р:«число х является делителем числа y»,
заданное на множестве Х = {2, 4, 6}. Изобразить бинарное отношение с помощью:
1) перечисления пар элементов множества Х:
2) таблицы;
3) графа.
Решение.
1) перечислением пар элементов множества Х:
Р = (2; 2), (2; 4), (2; 6), (4; 4), (6; 6).
2) составим таблицу:
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3) нарисуем граф:


Стрелка на графе, у которой начало совпадает с концом, называется петлей.

2. Свойства бинарных отношений между элементами множества
Пусть на множества А задано бинарное отношение h. Оно может обладать некоторыми из следующих свойств:
1. Рефлексивность. Отношение h называется рефлексивным, если для любых а из множества А истинно аhа.
Например, «быть параллельным», «быть равным».
2. Антирефлексивность. Отношение h называется антирефлексивным, если для любых а из множества А всегда ложно аhа. 
Например, отношение перпендикулярности прямых.
3. Симметричность. Отношение h называется симметричным, если для любых а, b из множества А из истинности аhb следует истинность bha. Например, отношение «быть параллельным» является симметричным.
4. Антисимметричность. Отношение h называется антисимметричным, если для любых а и b из множества А из истинности аhb следует ложность bha.
Например, отношение «быть длиннее», заданное на множестве отрезков является антисимметричным.
5. Транзитивность. Отношение h называется транзитивным, если для любых а, b и c из множества А из истинности аhв и bhc следует истинность аhс.
Например, отношение «быть параллельным» является транзитивным.

Примеры. 
1. Отношение «равно» на множестве чисел обладает свойствами рефлексивности, симметричности и транзитивности. 
2. Отношение «больше» на множестве чисел обладает свойствами антирефлексивности, антисимметричности и транзитивности. 
3. Отношение «перпендикулярно» на множестве прямых обладает свойствами антирефлексивности, симметричности н не обладает свойствами транзитивности.
	Объясните почему?

3. Отношение эквивалентности. Связь отношения эквивалентности с разбиением множества на попарно непересекающиеся подмножества. Роль отношения эквивалентности при определении понятий через абстракцию.
Определение. Отношение h, заданное на множестве А, называется отношением эквивалентности, если оно обладает свойствами рефлексивности, симметричности и транзитивности.
Например, отношениями эквивалентности будут отношения «равно» на множестве чисел, «параллельности» на множестве прямых и т.д.
Всякое отношение эквивалентности разбивает множество на попарно непересекающиеся подмножества. 
Вспомним определение: 
«Множество разбито на попарно непересекающиеся подмножества, если 1) все подмножества, образующие разбиение, не пустые; 
2) эта подмножества не пересекаются; 
3) объединением всех подмножеств является данное множество».
Например, в начальном курсе математики учащиеся встречаются с разбиением множества натуральных чисел на:
а) подмножества четных и нечетных чисел; 
б) подмножества однозначных, двузначных, трехзначных и т.д. чисел. Множество углов разбивается на три класса: острые, прямые и тупые. Множество всех многоугольников — на треугольники, четырехугольники, пятиугольники и т.д.
Однако, необходимо помнить, что несоблюдение одного из приведенных выше условий разбиения может привести к ошибкам в классификации. Например, нельзя разбить множество всех треугольников на два класса: равнобедренных и прямоугольных (почему?).
Не всякое отношение между элементами множества дает разбиение его на классы. Например, нельзя разбить множество учеников школы на классы по признаку «ученик х знаком с учеником y» (почему?).

Пример. Отношение h: «число х имеет тот же остаток при делении на 3, что и число у» задано на множестве  
а) Постройте граф отношения h.
б) Выясните, какие из чисел множества X удовлетворяют условию х h 4, 8 h у. в) Докажите, что отношение h есть отношение эквивалентности.

4. Отношение порядка. Упорядоченные множества. Свойства дискретности и плотности линейно упорядоченных множеств
Определение. Всякое антисимметричное и транзитивное отношение h в множестве А называется отношением порядка.
Если отношение порядка рефлексивно, то оно называется отношением нестрогого порядка/ 
Если отношение антирефлексивно, то оно называется отношением строгого порядка.
Например, отношения порядка «не больше (меньше либо равно)», «параллельно», «делится на», «кратно» будут отношениями нестрогого порядка, а отношения порядка «больше», «выше», «следует за» будут отношениями строгого порядка.
Отношение порядка, заданное на множестве А, называется отношением линейного (строгого) порядка, если любые два элемента х и у из множества А находятся либо в отношении х h у, либо в отношении у h х. 
Аналогично, оно называется отношением нелинейного (частичного) порядка, если в множестве А имеются такие элементы х и у, которые не находятся ни в отношении х h у, ни в отношении у h х.

Пример. На множестве А = {1, 3, 4} заданы отношения h: «» и k: «х кратно у». 
Построить их графы. Какое из этих отношений будет отношением строгого порядка, а какое отношением частичного порядка?
Из изображения графов отношений видно, что отношение h будет отношением строгого порядка,
а отношение k — отношением частичного порядка (т.к. числа 3 и 4 не находятся ни в отношении «3 кратно 4», ни в отношении «4 кратно 3»).
h						k
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Определение. Множество X с заданным на нем отношением порядка называется упорядоченным множеством.
При этом, если отношение порядка будет отношением линейного порядка, то множество X называется линейно упорядоченным множеством, если же оно будет отношением частичного порядка, то X называется частично (нелинейно) упорядоченным множеством.
Так, в рассмотренном выше примере, множество А с заданным на нем отношением порядка h будет линейно упорядоченным множеством, а с отношением порядка k будет частично упорядоченным множеством.
Упорядочить можно как конечные, так и бесконечные множества.
Отношения порядка и упорядоченные множества часто рассматриваются в начальном курсе математики при изучении множества натуральных чисел, при сравнении отрезков и углов по величине. При решении задач учащиеся встречаются с такими отношениями порядка, как «быть выше», «быть старше», «быть дороже» и т.д.

Пусть а, b, c — элементы множества А, упорядоченного отношением h. Говорят, что b лежит между элементами а и с, если а h b и b h с.
Например, на множестве натуральных чисел, упорядоченном отношением «больше», число 3 лежит между числами 2 и 7, так как 2 < 3 и 3 < 7.
Определение. Множество, линейно упорядоченное отношением h, называется дискретным, если между любыми двумя его элементами лежит только конечное число элементов.
Например, множество натуральных чисел, упорядоченное отношением «больше» — дискретное множество.
Определение. Множество, линейно упорядоченное отношением h, называется плотным, если между любыми двумя его элементами всегда лежит элемент данного множества.


Например, множество рациональных чисел, упорядоченное отношением «больше», плотно, так как между любыми двумя числами а и b лежит число . Действительно, пусть а < b, тогда 2а < а + b < 2b и 
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