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Уважаемые студенты 1 курса!
Вам необходимо прочитать эту лекцию и ответить на вопросы и задания.
Выслать их решения и ответы старостам, которые перешлют мне на электронную почту по указанному электронному адресу:
m.galina 62 @ gmail. com

Прошу меня простить за то, что я не правильно дала вам задание 06.05.2020 (вместо лекции – практическое занятие). Поэтому сегодня вместо практического занятия – лекция.

группы 270119 – 270219 высылают 12.05.2020

Лекция. Отношения на точечных множествах (лекция 2)
Вопросы:
1. Понятие об уравнении линии. 
2. Вывод уравнения окружности и уравнения прямой с угловым коэффициентом. 
3. Условия параллельности и перпендикулярности прямых, заданных уравнениями с угловыми коэффициентами. 
4.Общее уравнение прямой. 
5. Точка пересечения двух прямых.

1. Понятие об уравнении линии. 

В курсе геометрии линия рассматривается как множество точек, координаты которых связаны некоторым отношением. Если положение точки на плоскости можно задать парой чисел (координат этой точки), то линию, которая состоит из множества точек, можно охарактеризовать некоторым уравнением с двумя переменными , которое называется уравнением линии.

Определение. Уравнением линии на плоскости называется уравнение вида  такое, что:
1) координаты х и у любой точки М, принадлежащей линии, удовлетворяют этому уравнению;

2) любые два числа х и у, удовлетворяющие уравнению  определяют на плоскости точку, которая принадлежит линии. 

Т.е. уравнением линии на плоскости является уравнение, графиком которого является рассматриваемая линия на плоскости: 
Например:
1) графиком уравнения ах + bу + с = 0 является прямая;

2) графиком уравнения  является окружность с центром в точке А(а, b) и радиусом равным R.

2. Вывод уравнения окружности и уравнения прямой с угловым коэффициентом. 
Вывод уравнения окружности.

Теорема. Графиком уравнения  является окружность с центром в точке А(а, b) и радиусом равным R.
Доказательство. 
Воспользуемся определением окружности: «Окружностью называется множество всех точек плоскости, находящихся на заданном положительном расстоянии от данной точки, лежащей в этой плоскости». 




1. Пусть B(х, у) — произвольная точка, принадлежащая окружности (говорят, что х и у — текущие координаты). По условию,  (см. определение окружности). Запишем это условие, используя формулу расстояния между точками на плоскости: 
Следовательно, координаты точки В(х, у) являются решением уравнения (1), и точка В принадлежит графику уравнения (1). А так как В — произвольная точка окружности, то получаем, что множество всех точек окружности принадлежит графику рассматриваемого уравнения. 

2. Наоборот, пусть (х, у) — произвольное решение уравнения (1). Тогда  — верное числовое равенство. Значит, расстояние между точками с координатами (а, b) и (х, у) равно R, следовательно, точка с координатами (х, у) лежит на окружности радиуса R,. Теорема доказана.
Пример 1. Составить уравнение окружности, радиус которой равен 2, если центр лежит на оси OX и окружность проходит через начало координат. 
Решение: т.к. R = 2 и центр лежит на оси OX и окружность проходит через начало координат, то можно сделать рисунок:
А(2; 0) – центр окружности, R = 2.
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/309842/1e274aa0_e465_0133_4445_22000b0c602c.jpg]			
Уравнение окружности в этом случае будет иметь вид: (х – 2)2 + у2 = 4.
Однако, центр окружности В может иметь координаты (– 2; 0) и тогда уравнение второй окружности: (х + 2)2 + у2 = 4.
Ответ. (х – 2)2 + у2 = 4; (х + 2)2 + у2 = 4.

Пример 2. Найти радиус и центр окружности, заданной уравнением  
Решение.


Выделим полный квадрат:
х2 + 2  2  х + 22 – 22 + у2 – 2  3  у + 32 – 32 – 16 = 0;
(х + 2)2 – 4 + (у – 3)2 – 9 – 16 = 0,
(х + 2)2 + (у – 3)2 = 29,
O(–2; 3), R = .
Ответ. O(–2, 3), R = .

Вывод уравнения прямой с угловым коэффициентом.
Определение. Величина угла, которая отсчитывается от положительного направления оси OX до прямой в положительном направлении (против часовой стрелки), называется углом наклона прямой к оси. 
Если прямая параллельна оси ОХ, то угол считается равным 0°.
Вместо угла наклона обычно рассматривают тангенс этого утла, так как в промежутке от 0° до 180° между ними существует взаимно однозначная зависимость.

Определение. Тангенс угла наклона прямой к оси ОХ называется угловым коэффициентом прямой и обозначается через k: .
Так как тангенс 90° не существует, то для прямых, перпендикулярных оси ОХ, угловой коэффициент не определен.
Теорема. Положение прямой на плоскости однозначно определяется координатами одной из ее точек и угловым коэффициентом прямой k.
Доказательство. 
1) Если прямая задана, то она имеет определенный угол наклона к оси ОХ, следовательно, угловой коэффициент k имеет определенное значение. И на этой прямой можно выбрать некоторую точку М0. 

2) Обратно, если известны координаты М0 и угловой коэффициент k, то мы можем построить эту прямую на плоскости. Для этого отложим от луча ОХ в верхней полуплоскости угол, равный  и через точку М0 проведем прямую, параллельную построенному лучу. Она и будет искомой.
Составим уравнение прямой, проходящей через фиксированную точку прямой М0(х0, у0), если угловой коэффициент прямой равен k. Для этого на прямой выберем произвольную точку М(х, у) и через точки М и М0 проведем прямые, параллельные координатным осям, здесь возможны два случая (см. рис.). 



[bookmark: _MON_1137925427][bookmark: _MON_1137918527]		

Для первого случая  
Поскольку МС = у – у0, M0С = х – х0, то рассматриваемое равенство можно переписать в виде у – у0 = k(х – х0) (1). 
К этому же равенству приходим и во втором случае. 
Таким образом, уравнение (1) и есть искомое уравнение прямой.
Если взять точку М0 на оси ОY, то х0 = 0, у0 = b и уравнение (1) примет вид у – b = kх, откуда у = kх + b. Это уравнение называется уравнением прямой с угловым коэффициентом, а число b — начальной ординатой.
Итак, угловой коэффициент прямой можно вычислить, если известны координаты двух каких-либо точек этой прямой. 
Пусть даны две точки прямой: M1(x1; у1) и M2(x2; у2)  и пусть, например, 0 < α < 90°, а  x2 > x1,  у2 > у1.
[image: http://oldskola1.narod.ru/Jakovlev/232.gif]
Тогда из прямоугольного треугольника M1РM2 находим  
 [image: http://oldskola1.narod.ru/Jakovlev/233.gif]
Итак,
[image: http://oldskola1.narod.ru/Jakovlev/234.gif]
Аналогично доказывается, что формула (2) верна и в случае 90° < α < 180°.
Формула (2) теряет смысл, если x2 — x1 = 0, т. е. если прямая l параллельна оси Оу. Для таких прямых угловой коэффициент не существует.
Пример 1. Найдите угловой коэффициент прямой, если угол ее наклона к оси абсцисс равен 120о.
Решение. По условию  = 120о. Тогда по определению углового коэффициента прямой вычисляем k = tg  = tg 120o = – .
Пример 2. Определить угловой коэффициент примой, проходящей через точки
M1(3; —5) и М2(5; —7).
Подставляя координаты точек M1 и М2 в формулу (2), получим
[image: http://oldskola1.narod.ru/Jakovlev/235.gif]     или      k = — 1 ^
Пример 3. Определить угловой коэффициент прямой, проходящей через точки M1(3; 5) и M2(3; —2).
Так как x2 — x1= 0, то равенство (2) теряет смысл. Для этой прямой угловой коэффициент не существует. Прямая M1M2 параллельна оси Оу.
Пример 4. Определить угловой коэффициент прямой,  проходящей через начало координат и точку  M1(3; —5)
В этом случае точка M2 совпадает с началом координат. Применяя формулу (2), получим
[image: http://oldskola1.narod.ru/Jakovlev/236.gif]

3. Условия параллельности и перпендикулярности прямых, заданных уравнениями с угловыми коэффициентами. 
Условие параллельности прямых.
Теорема. Необходимым и достаточным условием параллельности двух прямых y = k1x + b и y = k2x + b является равенство их угловых коэффициентов: k1 = k2.
Доказательство. 
1) Если прямые параллельны, то они пересекают ось ОХ под одним и тем же углом, значит их угловые коэффициенты равны. 
2) Обратно, если угловые коэффициенты прямых равны, то равны их углы наклона и прямые параллельны.
Условие параллельности прямых: k1 = k2.

Условие перпендикулярности прямых.
Теорема. Необходимым и достаточным условием перпендикулярности двух прямых y = k1x + b и y = k2x + b является выполнение равенства: k1k2 = –1.
Доказательство. 

1) Пусть заданы две взаимно перпендикулярные прямые l1 и l2 (где l2 — прямая, образующая с осью ОХ больший угол). Проведем через точку пересечения прямой l2 с осью ОХ прямую  (см. рис.), параллельную прямой l1. 



Очевидно,  

Тогда  

Т.е.,  2). 

Нетрудно доказать и обратное: если  то соответствующие прямые перпендикулярны.
Условие перпендикулярности прямых: k1  k2 = – 1.
Пример 1. Определить взаимное расположение прямых:
1) 2х + у = 4 и 6х + 3у = 2;
2) 2х + у = 4 и х – 2у = 7;
3) 3х – у = 0 и х – у = 2.
Решение:
1) Найдем угловые коэффициенты прямых 2х + у = 4 и 6х + 3у = 2.
2х + у = 4, у = – 2х + 4, k = – 2.
6х + 3у = 2, 3у = – 6х + 2, у = – 2х + , k = – 2.
Т.к. k1 = k2 = – 2, то прямые параллельны.
2) Найдем угловые коэффициенты прямых 2х + у = 4 и х – 2у = 7.
2х + у = 4, у = – 2х + 4, k = – 2.
х – 2у = 7, – 2у = – х + 7, у =  х –  , k = .
Т.к. k1 = – 2, k2 =  и k1  k2 = – 2   = – 1    то прямые перпендикулярны.
3) Найдем угловые коэффициенты прямых 3х – у = 0 и х – у = 2.
3х – у = 0, у = 3х, k = 3.
х – у = 2, у = х – 2, k = 1.
Т.к. k1 = 3, k2 = 1, то прямые пересекаются.

4. Общее уравнение прямой. 

Уравнение прямой, не параллельной оси ординат, имеет вид y = kx + b. Если , то k = 0 и уравнением прямой будет у = b. 
Если же прямая параллельна оси ОY, то ее уравнение примет вид х = а. 
Все эти уравнения — это уравнения первой степени с двумя переменными (в двух последних коэффициент при одной из переменных равен нулю). 

В общем виде все их можно записать так: 

Обратно, если А и В одновременно в нуль не обращаются, то графиком уравнения вида  является прямая линия..

Итак, уравнение прямой может быть записано в виде , где А и В одновременно в нуль не обращаются, и наоборот. Уравнение такого вида называется общим уравнением прямой, или же линейным уравнением, а прямую линию называют линией первого порядка.

Если А = В = 0 и , то уравнение примет вид 0x + 0y + C = 0 и будет ложным при любых значениях переменных x и у. Графиком его будет пустое множество.
При А = В = С = 0 график общего линейного уравнения примет вид 0х + 0у + 0 = 0, которое будет истинным при любых значениях переменных х и у. Графиком его будет вся координатная плоскость.

Таким образом, графиком общего линейного уравнения  может быть: 
1) Вcя плоскость (при А = В = С = 0).

2) Пустое множество (при А = В = 0, ),
3) Прямая, параллельная оси ОХ (при А = 0, В ≠ 0).
4) Прямая, параллельная оси ОY (при В = 0, А ≠ 0).
5) Прямая, не параллельная осям координат (во всех остальных случаях).

5. Точка пересечения двух прямых.
Точка пересечения двух прямых принадлежит обоим прямым, значит ее координаты удовлетворяют одновременно уравнениям обоих прямых и являются решением системы уравнений. Если прямые параллельны, то они не пересекаются и система уравнений не имеет решения, если же прямые совпадают, то их пересечением будут все точки прямой и система уравнений имеет бесконечное множество решений.
Пример. Найти точку пересечения прямых х – у = 1 и 2х = 2(у + 1).
Решение: 

 
Ответ: (y + 1, y).

Задания для самостоятельного решения.
1. Составьте уравнение окружности, радиус которой равен 4, если центр лежит на оси OX и окружность проходит через начало координат. 
2. Найдите радиус и центр окружности, заданной уравнением 
х2 – 10х + у2  + 8у + 40 = 0.
3. Найдите угловой коэффициент прямой, если угол ее наклона к оси абсцисс равен 45о.
4. Определить угловой коэффициент примой, проходящей через точки
M1(4; — 3) и М2(3; — 2).
[bookmark: _GoBack]5. Определить угловой коэффициент прямой, проходящей через точки M1(4; 3) и M2(4; —3).
6. Определить угловой коэффициент прямой, проходящей через начало координат и точку M1(4; 3).
7. Определить взаимное расположение прямых:
1) х + у = 6 и 2х + 2у = 4;
2) 3х + у = 4 и х – 3у = 5;
3) х + 2у = 6 и 3х + у = 1.
8. Найти точку пересечения прямых x + у = 5 и 2х – у = 12. 
9. Найти точку пересечения прямых x = 2у – 4 и 2х – 4у = 7.
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