Первый уровень

1. Вставьте пропущенные  слова: Цилиндр называется вписанным в сферу, если … .

             а) боковая поверхность и окружности оснований принадлежат сфере; 

б) цилиндр принадлежит сфере; 

             в) окружности оснований цилиндра принадлежат сфере; 

 г) ось цилиндра является диаметром сферы;

д) боковая поверхность цилиндра принадлежит сфере.
2.Вставьте пропущенные  слова: Конус называется вписанным в сферу, если … принадлежат сфере.

             а) окружность основания конуса и боковая поверхность; 

б) окружность основания конуса и вершина конуса; 

в) вершины конуса;

г) боковая поверхность конуса; 

д) окружности оснований конуса.
3.Вставьте пропущенные слова: Призма называется вписанной в сферу, если … лежат на поверхности сферы. 
          а) основания призмы;
             б) основания и боковые грани призмы;

          в) основания призмы;

г) все ее вершины; 

д) ее боковые грани.
Второй уровень

4. Центр  описанной около призмы сферы : 

                а) точка, удаленная от всех вершин призмы;

                б) точка, равноудаленная от всех вершин призмы;

                в) точка, равноудаленная от всех граней призмы;  

                г) точка, удаленная от всех граней призмы;

                д) точка, равноудаленная от всех ребер призмы.
5. Центр  описанной около конуса сферы : 

                а) точка, равноудаленная от вершины конуса и точек окружности  основания;

                б) точка, удаленная от вершины конуса;

                в) точка, равноудаленная от вершины конуса; 

                г) точка, удаленная от вершины конуса и точек окружности    основания;

                д) точка, равноудаленная от точек окружности основания.
6.Выберите правильные утверждения:
              а) описать сферу можно около любой пирамиды, в основании которой правильный многоугольник; 

              б) описать сферу можно около любой пирамиды, в основании      которой лежит произвольный многоугольник; 

              в) около всякого конуса можно описать сферу; 

              г) наклонную призму можно вписать в сферу ;
                д) описать сферу можно около любой пирамиды, в основании      которой лежит произвольный многоугольник, если он вписывается в окружность.

Третий уровень

7.  Центр сферы, описанной около  пирамиды, находится на пересечении  :

а) прямой, соединяющей вершину пирамиды и центр описанной около основания окружности, и плоскости, проходящей через середину бокового ребра и перпендикулярно к нему;

б) перпендикуляра, восстановленного из центра окружности, описанной около основания, и плоскости, проходящей через середину бокового ребра и перпендикулярно к нему; 

в) перпендикуляра, восстановленного из центра окружности, описанной около основания, и плоскости, проходящей перпендикулярно к  боковому ребру;

г) прямой, соединяющей вершину пирамиды и центр описанной около основания окружности, и плоскости, проходящей через середину бокового ребра; 

д) перпендикуляра, восстановленного из центра окружности, описанной около основания, и плоскости, проходящей через середину бокового ребра.
8. Центр сферы, описанной около конуса, находится:

а)  на пересечении прямой, содержащей ось конуса, и плоскости, проходящей через середину образующей;

б)  на пересечении прямой, содержащей ось конуса, и плоскости, проходящей через образующую ;

в)  на пересечении прямой, содержащей ось конуса, и плоскости, проходящей  перпендикулярно к образующей конуса;  

г) на пересечении прямой, содержащей ось конуса, и плоскости, проходящей через середину образующей и  перпендикулярно к ней; 

д) на середине оси конуса.
9. Центр сферы, описанной около правильной треугольной призмы:

 а) точка пересечения отрезка, соединяющего центры описанных около оснований призмы окружностей, и плоскости, проходящей  через середину бокового ребра призмы; 

 б) середина отрезка, соединяющего центры описанных около оснований призмы окружностей;

 в) точка пересечения отрезка, соединяющего центры описанных около оснований призмы окружностей, и плоскости, проходящей перпендикулярно боковой грани призмы ; 

 г) точка пересечения отрезка, соединяющего центры описанных около оснований призмы окружностей, и плоскости, проходящей перпендикулярно боковому ребру призмы;

 д) точка пересечения отрезка, соединяющего центры описанных около оснований призмы окружностей, и плоскости, проходящей  через середину бокового ребра призмы и перпендикулярно к нему.

Четвертый уровень

10. Радиус сферы, описанной около правильного тетраэдра с ребром а:

а) 
[image: image139.wmf].
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б)
[image: image2.wmf]4
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в) 
[image: image3.wmf]2
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г) 
[image: image4.wmf]6
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д) 
[image: image5.wmf]4
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11. Радиус сферы, описанной около прямоугольного параллелепипеда с измерениями a, b, c:

а) 
[image: image6.wmf]2

2

2

c

b

a

+

+

; 

б) 
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в)
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г) 
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д) 
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12. Радиус сферы, описанной около правильной треугольной призмы с боковым ребром а:

а) 
[image: image11.wmf]4
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;

б) 
[image: image12.wmf]3
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в) 
[image: image13.wmf]a

;

г)
[image: image14.wmf]2
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д) 
[image: image15.wmf]2

2

a

.
Пятый уровень
13. Все плоские углы при вершине S пирамиды SABC прямые: AS=a, BS=b, CS=c. Радиус сферы, описанной около  этой пирамиды:

   а) 
[image: image16.wmf]2
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   б) 
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   в) 
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   г) 
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   д) 
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14. Центр сферы, описанного около правильной четырехугольной пирамиды, находится на расстоянии а от боковой грани и на расстоянии b от бокового ребра. Радиус сферы:
   а) 
[image: image21.wmf]2
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   б) 
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   в)
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   г) 
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   д) 
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15. В основании треугольной пирамиды лежит прямоугольный треугольник, гипотенуза которого равна b. Каждое боковое ребро пирамиды образует с плоскостью основания угол β. Радиус сферы, описанной около этой пирамиды :

       а) 
[image: image26.wmf]b

b

sin

cos

4

2

×

×

b

;

       б)
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          в) 
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          г) 
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          д) 
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Приложение
Задача 1.
  Дана треугольная пирамида АВСD. Скрещивающиеся ребра АС и ВD этой пирамиды перпендикулярны. Ребра АD и ВС также перпендикулярны. Ребра АВ и СD равны. Все ребра этой пирамиды касаются шара радиуса r. Найти площадь грани АВС.
Задача 2.
Сфера касается ребер AS, BS, BC и АС треугольной  пирамиды SABC в точках K, L, M, N соответственно. Найти длину отрезка KL,  если MN=7см, NK=5см, LN=
[image: image31.wmf]29

2

см и KL=LM.
Задача 3.
   В тетраэдре SАВС грань SАС перпендикулярна плоскости АВС. SА=SС= 1, 
[image: image32.wmf]Ð

АВС=90˚. Шар касается плоскости АВС в точке В, а грани SАС в точке S. Найти радиус шара.

Задача 4.
   В правильной четырёхугольной пирамиде SАВСО с вершиной S боковое ребро SD  равно b. Сфера радиуса b/3 касается плоскости SAD  в точке D  и проходит через точку С. Найти 
[image: image33.wmf]Ð

DSC.
Задача 5.

   Дан правильный тетраэдр РАВС с длиной ребра а см. Через точки С, Е, М и Р, где Е - середина ребра АВ, а М- середина ребра АС проведена сфера. Найти радиус этой сферы.
Задача 1.
Вспомогательные задачи:

1). Доказать, что АВ перпендикулярно СD.

	
[image: image34]


DО высота пирамиды.


[image: image35.wmf])
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[image: image36.wmf])
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Из (1) и (2) следует, что 
[image: image37.wmf]AB
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(высоты пересекаются в одной точке).
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2). Доказать, что суммы квадратов скрещивающихся ребер равны.

3). Доказать, что суммы скрещивающихся ребер равны.
	
[image: image39]


N, M, T, Q, P- точки касания шара ребер пирамиды. Из того, что отрезки касательных, проведенных к сфере из одной точки равны, получаем ВТ=ВМ=ВQ; 

DN=DK=DM; СК=СТ=СН; АN=АQ=АР.

АВ=АQ+ QВ=АN+ТВ     (3),

DС=DK+КС=DN+СТ      (4). 
Сложив равенства (3) и (4), получим АВ+DC=АD+ВС.
4). Доказать, что все ребра пирамиды равны.

Пусть АВ= а, DC= b, АD= x, ВС=у.

Из  пунктов 2 и 3 следует 
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[image: image41.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image42.wmf]î
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Выразим из первого уравнения системы b=x+y-a и подставим во второе 


[image: image43.wmf].
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 Получили квадратное уравнение относительно а.

Найдем дискриминант 
[image: image44.wmf]2
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5). Сечение сферы плоскостью есть окружность.

6). Пересечение плоскостей есть прямая.
Решение : 

	
[image: image46]


Найдем центр шара.

Все высоты пирсмиды АВСD пересекаются в одной точке Т.

Сечение шара плоскостью АСВ есть окружность с центром в точке О.

Значит центр шара лежит на высоте DО.

Аналогично центр шара лежит на высоте O2A . Таким образом центр шара Т=DО∩ O2A .

Докажем, что К, Т, W лежат на одной прямой.
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[image: image48.wmf]Þ

K, T, W лежат на одной прямой, так как пересечение плоскостей есть прямая. KW=2r.

Треугольник АВС – правильный 
[image: image49.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf]a
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Треугольник KBW - прямоугольный
[image: image51.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image52.wmf]r
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Задача 2.
Вспомогательные задачи:
1). Условие принадлежности четырех точек одной плоскости.

2). Сечение сферы плоскостью есть окружность.

3). Свойства вписанного четырехугольника.

Решение :
Если предположить, что все точки К, L, M, N лежат в одной плоскости, то задача сводится к планиметрической.

	
[image: image54]


Докажем, что точки K, L, M, N действительно лежат в одной плоскости.

Для доказательства воспользуемся условием принадлежности четырех точек одной плоскости: 
[image: image55.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image56.wmf]¾
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  В нашем случае должно быть: 
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  Так как касательные, проведенные из одной точки к сфере равны, то получаем AK=AN=n,  SK=SL=r, CN=CM=m,  BL=BM=t.

   Пусть  
[image: image60.wmf]-
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     через векторы базиса и покажем, что 
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[image: image63.wmf].
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Подставим в (1), получим:


[image: image64.wmf]).
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[image: image67.wmf].
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То есть 
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 EMBED Equation.3  [image: image69.wmf]Þ

 К, L, M, N лежат в одной плоскости.

Четырехугольник вписан в окружность, которая является сечением шара его плоскостью (рис. 49). 

	
[image: image70]


Отсюда следует, что 
[image: image71.wmf]Ð

KNL=
[image: image72.wmf]Ð

LNM как углы, опирающиеся на равные хорды (KL=LM по условию).

Обозначим эти углы через 
[image: image73.wmf]a

  , а отрезок KL через х. Запишем теорему косинусов для треугольника LNM и KNL:
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Вычитая из первого уравнения второе, получим, что


[image: image75.wmf].

3

cos

29

0

cos

29

3

0

cos

29

8

24

=

Û

=

-

Û

=

-

a

a

a


Подставим найденное значение для 
[image: image76.wmf]a
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   во второе уравнение:
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Так как х это длина отрезка , то х равно 9.
Задача 3.
Вспомогательные задачи:
1). Свойство касательных, проведенных из одной точки к шару.

2). Геометрическое место точек, равноудаленных от двух пересекающихся прямых.

3).Построение центра шара.
4). Свойство касательной плоскости к шару.

Решение: 
	
[image: image78]


         Касательные, проведённые из одной точки к шару, равны, так что имеем АS=АВ и СS=СВ. Треугольники АSС и АВС равны по трём сторонам. Причём треугольник АSС равнобедренный АS=СS=1, то и треугольник АВС равнобедренный АВ=ВС=1, треугольник АВС прямоугольный значит и  треугольник АSС прямоугольный.

        Проведём высоту SK треугольника АSС и высоту ВК треугольника  АВС. Она   будет являться и медианой, поэтому АК=КС.

        Геометрическое место точек в пространстве, равноудалённых от прямых КВ и КS, есть биссектриса 
[image: image79.wmf]l

 угла ВКS. Треугольник SКВ равнобедренный, поэтому биссектриса 
[image: image80.wmf]l

 являться и медианой треугольника SКВ, SМ=МВ. Центр шара будет лежать на этой биссектрисе. Построим его. Через точку В проведём прямую
[image: image81.wmf]l

; перпендикулярно ВК. Она будет параллельна КS, так как прямая SК перпендикулярна ВК. Центр шара точка O=T∩
[image: image82.wmf]l

.  Радиус шара это OВ=ОS. Найдём его.

      OS параллельна ВК, так как ВК и 0S перпендикулярны КS. Четырёхугольник  OSКВ   параллелограмм  по  определению.   По  свойству

параллелограмма OВ=SК. Из треугольника АSС АС=
[image: image83.wmf]2

1

1

=

+

 , КС=
[image: image84.wmf]2
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Из треугольника SКС SК=
[image: image85.wmf].
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    R=SK=
[image: image86.wmf]2
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Задача 4.
Вспомогательные задачи:

1). Свойство касательной плоскости к сфере.

2). Построение перпендикуляра, проходящего через данную точку в данной плоскости.

3). Геометрическое место точек, равноудаленных от концов отрезка.

4). Построение плоскости, проходящей через данную точку перпендикулярно данной прямой.

Решение:
     Искомый угол можно найти по теореме косинусов из равнобедренного треугольника DSC (по условию SD=SC=b ), если знать сторону CD основания пирамиды. Ее и будем искать.

[image: image87]
    Определим расположение центра данной сферы. Так как по условию она касается плоскости SАD в точке D, то радиус, проведённый в эту точку, является перпендикуляром к плоскости SАD. Построим сначала перпендикуляр к плоскости SАD из точки Т (SТ-высота пирамиды). Для этого построим плоскость, проходящую через эту точку перпендикулярно прямой АD. Если М - середина отрезка АD, то ТМ 
[image: image88.wmf]^

 АD и SМ 
[image: image89.wmf]^

 АD, значит, АD
[image: image90.wmf]^

SТМ (по признаку перпендикулярности прямой и плоскости). SМ - линия пересечения плоскостей SАD и SТМ, и если ТК 
[image: image91.wmf]^

SМ, то ТК 
[image: image92.wmf]^

DSА. Перпендикуляр t к плоскости DSА в точке D проводим параллельно ТК (для этого предварительно помещаем точку D и прямую ТК в одну плоскость). Дальше центр сферы будем искать на прямой t.
    Заметим, что по условию рассматриваемая сфера проходит ещё и через точку С, то есть СD - хорда, а значит, центр сферы лежит в плоскости, проходящей перпендикулярно отрезку СD через его середину. Построим эту плоскость. Если X - середина отрезка СD, то ТХ 
[image: image93.wmf]^

 СD и SХ
[image: image94.wmf]^

 СD. Значит, SТХ - искомая плоскость, а точка её пересечения с прямой t есть центр сферы О. Если DТК ∩SТХ =VТ, то t∩VТ= О.
     Таким образом, центр сферы мы нашли. Причём можно показать, что точка С также является точкой касания сферы (плоскости SВС). А так как треугольники DХО, ТХО и СХО равны, то сфера проходит и через точку Т, и через точку Z, симметричную Т относительно точки X .
    Так как плоскость АSD касается сферы в точке D, то любая прямая в этой плоскости, проходящая через точку D, касается в ней сферы, в том числе и прямая DQ, параллельная SМ. Аналогично, в плоскости SВС прямая СQ параллельная SR (СR = ВR), касается сферы в точке С. Рассмотрим сечение данной сферы плоскостью QСD.
	[image: image95.png]





   Обозначим отрезок DХ через х. Из подобия треугольников QХD и
DХО следует, что 
[image: image96.wmf].
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Тогда: 
[image: image100.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image101.wmf]3
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Приходим к такому биквадратному уравнению:
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Найдем дискриминант:


[image: image104.wmf].
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Отсюда получаем:


[image: image105.wmf].
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Теперь применим теорему косинусов для треугольника SCD:
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Так как 
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, то ответом будет значение 
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Задача 5.

Вспомогательные задачи: 
1). Построение центра сферы - точки равноудалённой от четырёх данных.
2). Геометрическое место точек, равноудалённых от вершин треугольника. 
3). Геометрическое место точек, равноудалённых от концов отрезка 
4). Подобие треугольников.
Решение :
  Найдём сначала центр сферы - точку, равноудалённую от четырёх данных. Рассмотрим точки Е, М и С. Геометрическое место точек на плоскости, равноудалённых от вершин треугольника, - центр описанной окружности. Найдём его.
  Рассмотрим треугольник ЕМС. Так как по условию тетраэдр РАВС правильный, а МE - средняя линия треугольника АВС, то 
[image: image113.wmf]Ð

ЕМС=120°; а так
как ЕМ=МС=
[image: image114.wmf]2

а

, то    
[image: image115.wmf]Ð

МЕС=
[image: image116.wmf]Ð

МСЕ=30°. Получили, что треугольник ЕМС
равнобедренный тупоугольный. Значит,  центр описанной около него окружности лежит вне треугольника, в точке пересечения серединных перпендикуляров к сторонам этого треугольника. Серединный перпендикуляр к стороне ЕМ совпадает с перпендикуляром к стороне ВС(так как ЕМ и ВС параллельны), а серединный перпендикуляр к стороне ЕС является средней линией треугольника АВС, что говорит о том, что эти перпендикуляры пересекаются в середине отрезка ВС - в точке S. Перпендикуляр t к плоскости основания пирамиды в точке S является геометрическим местом точек в пространстве, равноудалённых от вершин

треугольника ЕМС. На нем мы и будем искать точку, равноудаленную от всех четырех данных точек Е, М, С, Р. Для этого достаточно найти точку, равноудаленную от Р и , например, С. Геометрическим местом точек в пространстве, равноудаленных от концов отрезка, есть плоскость, проходящая перпендикулярно через середину этого отрезка. Построим ее. 
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   Если Т- середина отрезка РС, то АТ
[image: image118.wmf]^

 РС и ВТ
[image: image119.wmf]^

  РС, то есть РС
[image: image120.wmf]^

  АТВ. Пусть АХ= АSР∩АТВ, тогда АХ∩t=О - центр данной сферы, ОС=ОР=ОМ=ОЕ - ее радиусы. 

   Определим радиус сферы из треугольника ОСS (SC=а/2, 
[image: image121.wmf]Ð

ОSС=90
[image: image122.wmf]o

). Для этого найдем отрезок ОS. Пусть К- точка пересечения прямой АО и высоты пирамиды РR, тогда из подобия треугольников АКR и АОS следует:  
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 , то есть 
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 Если ТV
[image: image125.wmf]^

 ЕС, то из подобия треугольников ЕКR и ЕТV получаем: 
[image: image126.wmf].
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  Но RV=VC (из подобия треугольников СТV и СРR или по теореме Фалеса), значит, ЕR=RV и 
[image: image127.wmf].
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Отсюда, 
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2

8

3

4

2

3

a

PR

OS

=

×

=

, 

[image: image129.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

+

+

+

=

+

+

+

=

+

=

+

.

0

,

0

,

y

n

m

m

x

r

n

r

z

r

t

t

x

r

n

n

y

m

n

n

m

t

t


Литература

1.   Войтович Ф.С. Комбинации геометрических тел: (Вписанные и описанные шары). Мн., Народная асвета, 1992.

1. Войтович Ф.С. Комбинационные стереометрические задачи. Могилев, 1999.

2. Глейзер Г.Д. Развитие пространственных представлений школьников при обучении геометрии. М., Педагогика, 1978.

3. Дорофеев Г.В. О составлении циклов взаимосвязанных задач. Математика в школе, 1983, № 6.

4. Епишева О.Б., Крупич В.И. Учить школьников учиться математике. М., Наука, 1990.

5. Калинкин А.К. Система базовых задач на комбинацию геометрических тел. Математика в школе, 1995, №4.

6. Каплунович И.Я. Развитие структуры пространственного мышления. Вопросы психологии, 1986, №2.

7. Кондрушенко Е.М. Развитие интуиции на уроках стереометрии. Математика в школе 1991, №5.

8. Нестеренко Ю.В., Олехник С.Н., Потапов М.К. Задачи вступительных экзаменов по математике. М., Наука, 1986.

9. Шарыгин И.Ф. Задачи по геометрии. Стереометрия. М., Наука, 1987.

10. Шарыгин И.Ф. Чертеж в стереометрических задачах. Квант, 1991, №5.

А





В





С





D





O





M





K





L





А





В





С





D





M





P





N





Q





F





А





В





С





D





O





M





K





O2





W





T





A





B





C





S





M





N





K





L





n





n





r





r











m





m





t





t





� EMBED Equation.3  ���





K





L





N





M





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





А





В





С





S





t











� EMBED Equation.3  ���





� EMBED PBrush  ���





S





A





D





C





B





K





M





O





T





R





Q





Z





X





V





t





A





B





C





P





E





S





R





K





M





V





X





t





О





� EMBED Equation.3  ���








[image: image130.wmf]a

[image: image131.wmf]a

[image: image132.wmf]l

[image: image133.png]


[image: image134.wmf].

2

11

4

32

11

4

1

32

3

2

2

2

a

a

a

a

OC

=

=

+

=

[image: image135.wmf]l

[image: image136.wmf]a

[image: image137.png]


[image: image138.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

+

+

+

=

+

+

+

=

+

=

+

.

0

,

0

,

y

n

m

m

x

r

n

r

z

r

t

t

x

r

n

n

y

m

n

n

m

t

t

_1209395513.unknown

_1209448413.unknown

_1209450162.unknown

_1209562962.unknown

_1209567775.unknown

_1209631985.unknown

_1209632091.unknown

_1209567872.unknown

_1209568002.unknown

_1209568050.unknown

_1209567964.unknown

_1209567822.unknown

_1209566695.unknown

_1209566865.unknown

_1209567625.unknown

_1209567710.unknown

_1209566919.unknown

_1209567025.unknown

_1209566748.unknown

_1209566801.unknown

_1209566712.unknown

_1209566607.unknown

_1209563124.unknown

_1209566589.unknown

_1209562342.unknown

_1209562777.unknown

_1209562874.unknown

_1209562598.unknown

_1209562244.unknown

_1209562291.unknown

_1209554467.unknown

_1209561858

_1209562195.unknown

_1209554482.unknown

_1209553266.unknown

_1209554446.unknown

_1209552081.unknown

_1209449060.unknown

_1209449491.unknown

_1209450128.unknown

_1209449242.unknown

_1209449325.unknown

_1209449204.unknown

_1209448570.unknown

_1209449051.unknown

_1209448527.unknown

_1209402431.unknown

_1209403720.unknown

_1209448222.unknown

_1209448257.unknown

_1209447910.unknown

_1209402964.unknown

_1209403271.unknown

_1209403586.unknown

_1209403565.unknown

_1209403256.unknown

_1209402906.unknown

_1209397343.unknown

_1209400998.unknown

_1209402418.unknown

_1209400832.unknown

_1209400492.unknown

_1209400640.unknown

_1209396451.unknown

_1209396758.unknown

_1209396859.unknown

_1209396641.unknown

_1209395610.unknown

_1196441217.unknown

_1209143075.unknown

_1209149419.unknown

_1209395304.unknown

_1209395396.unknown

_1209394686.unknown

_1209149240.unknown

_1209149357.unknown

_1209149203.unknown

_1208080567.unknown

_1208080604.unknown

_1208080643.unknown

_1208080578.unknown

_1196441432.unknown

_1208080550.unknown

_1196441443.unknown

_1196441414.unknown

_1196441420.unknown

_1196441230.unknown

_1196440960.unknown

_1196441110.unknown

_1196441200.unknown

_1196441208.unknown

_1196441050.unknown

_1196441099.unknown

_1196440967.unknown

_1196441006.unknown

_1196440923.unknown

_1196440951.unknown

_1196439209.unknown

_1196439293.unknown

_1196439534.unknown

_1196439164.unknown

