Тест по теме:’’ Тела, вписанные в сферу’’

Задания первого и второго уровней направлены на проверку запоминания  учениками теоретического материала. В первом уровне содержатся упражнения на распознавание  основных понятий темы: вписанный в сферу цилиндр,  конус, вписанная призма. Второй уровень содержит упражнения, выполнение которых основывается на воспроизведении всего  учебного материала по данной теме (на уровне памяти): расположение центра сферы, описанной около конуса, призмы и задание на выбор правильных утверждений. Эти задания составляют необходимый фундамент, только на основе которого может быть дальнейшее развитие. Первый и второй уровень соответствует первому этапу методики формирования понятий – уровню узнавания. 
Задания третьего уровня обеспечивают следующий этап в методике формирования понятий – применение знаний в несильно измененных условиях. Так в нашем тесте предлагаются упражнения на нахождение центра сферы, описанной около  пирамиды,  конуса,  правильной треугольной призмы. Задания третьего уровня направлены на проверку осознанного применения понятий не только данной темы, но и темы предыдущего блока т.е. геометрические места точек. Например, при нахождении центра сферы, описанной около пирамиды, необходимо вспомнить расположение центра сферы ( точка, равноудаленная от всех вершин пирамиды) – это предыдущий уровень теста. А также следует определить г.м.т., равноудаленных от четырех точек, не лежащих в одной плоскости.

Задания четвертого и пятого уровней в методическом плане – это перенос знаний в различные измененные условия, проверка понимания сформированных понятий. В данном тесте четвертый и пятый уровень представлен задачами на вычисление радиуса описанной сферы т.е. применение теории на практике. Однако задания пятого уровня отличаются от заданий четвертого уровня. Пятый уровень требует более тонкого анализа, более сложных логических выводов и связей.
Первый уровень

1. Вставьте пропущенные  слова: Цилиндр называется вписанным в сферу, если … .

             а) боковая поверхность и окружности оснований принадлежат сфере; 

б) цилиндр принадлежит сфере; 

             в) окружности оснований цилиндра принадлежат сфере; 

 г) ось цилиндра является диаметром сферы;

д) боковая поверхность цилиндра принадлежит сфере.
2.Вставьте пропущенные  слова: Конус называется вписанным в сферу, если … принадлежат сфере.

             а) окружность основания конуса и боковая поверхность; 

б) окружность основания конуса и вершина конуса; 

в) вершины конуса;

г) боковая поверхность конуса; 

д) окружности оснований конуса.
3.Вставьте пропущенные слова: Призма называется вписанной в сферу, если … лежат на поверхности сферы. 
          а) основания призмы;
             б) основания и боковые грани призмы;

          в) основания призмы;

г) все ее вершины; 

д) ее боковые грани.
Второй уровень

4. Центр  описанной около призмы сферы : 

                а) точка, удаленная от всех вершин призмы;

                б) точка, равноудаленная от всех вершин призмы;

                в) точка, равноудаленная от всех граней призмы;  

                г) точка, удаленная от всех граней призмы;

                д) точка, равноудаленная от всех ребер призмы.
5. Центр  описанной около конуса сферы : 

                а) точка, равноудаленная от вершины конуса и точек окружности  основания;

                б) точка, удаленная от вершины конуса;

                в) точка, равноудаленная от вершины конуса; 

                г) точка, удаленная от вершины конуса и точек окружности    основания;

                д) точка, равноудаленная от точек окружности основания.
6.Выберите правильные утверждения:
              а) описать сферу можно около любой пирамиды, в основании которой правильный многоугольник; 

              б) описать сферу можно около любой пирамиды, в основании      которой лежит произвольный многоугольник; 

              в) около всякого конуса можно описать сферу; 

              г) наклонную призму можно вписать в сферу ;
                д) описать сферу можно около любой пирамиды, в основании      которой лежит произвольный многоугольник, если он вписывается в окружность.

Третий уровень

7.  Центр сферы, описанной около  пирамиды, находится на пересечении  :

а) прямой, соединяющей вершину пирамиды и центр описанной около основания окружности, и плоскости, проходящей через середину бокового ребра и перпендикулярно к нему;

б) перпендикуляра, восстановленного из центра окружности, описанной около основания, и плоскости, проходящей через середину бокового ребра и перпендикулярно к нему; 

в) перпендикуляра, восстановленного из центра окружности, описанной около основания, и плоскости, проходящей перпендикулярно к  боковому ребру;

г) прямой, соединяющей вершину пирамиды и центр описанной около основания окружности, и плоскости, проходящей через середину бокового ребра; 

д) перпендикуляра, восстановленного из центра окружности, описанной около основания, и плоскости, проходящей через середину бокового ребра.
8. Центр сферы, описанной около конуса, находится:

а)  на пересечении прямой, содержащей ось конуса, и плоскости, проходящей через середину образующей;

б)  на пересечении прямой, содержащей ось конуса, и плоскости, проходящей через образующую ;

в)  на пересечении прямой, содержащей ось конуса, и плоскости, проходящей  перпендикулярно к образующей конуса;  

г) на пересечении прямой, содержащей ось конуса, и плоскости, проходящей через середину образующей и  перпендикулярно к ней; 

д) на середине оси конуса.
9. Центр сферы, описанной около правильной треугольной призмы:

 а) точка пересечения отрезка, соединяющего центры описанных около оснований призмы окружностей, и плоскости, проходящей  через середину бокового ребра призмы; 

 б) середина отрезка, соединяющего центры описанных около оснований призмы окружностей;

 в) точка пересечения отрезка, соединяющего центры описанных около оснований призмы окружностей, и плоскости, проходящей перпендикулярно боковой грани призмы ; 

 г) точка пересечения отрезка, соединяющего центры описанных около оснований призмы окружностей, и плоскости, проходящей перпендикулярно боковому ребру призмы;

 д) точка пересечения отрезка, соединяющего центры описанных около оснований призмы окружностей, и плоскости, проходящей  через середину бокового ребра призмы и перпендикулярно к нему.

Четвертый уровень

10. Радиус сферы, описанной около правильного тетраэдра с ребром а:

а) 
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11. Радиус сферы, описанной около прямоугольного параллелепипеда с измерениями a, b, c:
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12. Радиус сферы, описанной около правильной треугольной призмы с боковым ребром а:

а) 
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Пятый уровень
13. Все плоские углы при вершине S пирамиды SABC прямые: AS=a, BS=b, CS=c. Радиус сферы, описанной около  этой пирамиды:

   а) 
[image: image16.wmf]2

2

2

2

c

b

а

+

+

;

   б) 
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   в) 
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   д) 
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14. Центр сферы, описанного около правильной четырехугольной пирамиды, находится на расстоянии а от боковой грани и на расстоянии b от бокового ребра. Радиус сферы:
   а) 
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   б) 
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   г) 
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15. В основании треугольной пирамиды лежит прямоугольный треугольник, гипотенуза которого равна b. Каждое боковое ребро пирамиды образует с плоскостью основания угол β. Радиус сферы, описанной около этой пирамиды :

       а) 
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       б)
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          г) 
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          д) 
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 §3.Тела, описанные около сферы.


1.Цилиндр и сфера.

Определение 3.1.1.

Цилиндр называется описанным около сферы, если  сфера касается всех образующих и обоих оснований цилиндра.

Определение 3.1.2.

Если цилиндр описан около сферы, то сфера называется вписанной в цилиндр.

	
[image: image31]


    Центр О  вписанной в  цилиндр сферы – это точка, равноудаленная от боковой поверхности и  оснований цилиндра.                                                                                            
   Множество точек, равноудаленных от боковой поверхности цилиндра – ось цилиндра(О1О2). Следовательно, центр сферы, вписанной в цилиндр, принадлежит оси цилиндра.

 Очевидно, что середина оси О1О2 – центр сферы, вписанной в цилиндр.   

  Описанный цилиндр касается боковой поверхностью  окружности экватора сферы, а основаниями – его полюсов. Значит, для  того, чтобы цилиндр описать около сферы необходимо и достаточно, чтобы его высота была равна оси шара. Центр шара будет находится в середине оси цилиндра.

  В случае, когда цилиндр описан около сферы, его осевое сечение – квадрат.   
  Центры вписанной и описанной около цилиндра сфер совпадают.


2.Конус и сфера.

Определение 3.2.1.

Конус (усеченный конус) называется описанным около сферы, если сфера касается всех образующих и основания конуса( обоих оснований усеченного конуса) .

Определение 3.2.2.

Если конус(усеченный конус)  описан около сферы, то сфера называется вписанной в конус.

	
[image: image32]


  Центр О  вписанной в  конус сферы – это точка, равноудаленная от боковой поверхности и  основания конуса.
  Геометрическое место точек в пространстве, равноудаленных  от боковой поверхности конуса – ось конуса(AS).
  Рассмотрим осевое сечение, представляющее собой равнобедренный треугольник с высотой AS, проведенной к основанию ВС, проведем биссектрису угла АВС, которая пересечет высоту в некоторой точке О. Так как треугольник АВС равнобедренный, точка О является центром вписанной в этот треугольник окружности, то есть равноудалена от всех его сторон. Поскольку мы рассматриваем прямой круговой конус, то каждое его осевое сечение будет таким же равнобедренным треугольником, с центром вписанной в него окружности О, значит, эта точка будет равноудалена от каждой образующей конуса и от его основания и будет являться центром описанной сферы радиуса OS.    Вписанная сфера должна касаться основания конуса в полюсе и его боковой поверхности по некоторой окружности. 
     Во всякий конус можно вписать сферу.

     Сфера, вписанная в усеченный конус (прямой круговой), касается его оснований в полюсах, а его боковой поверхности – по некоторой окружности. Чтобы возможно было вписать, в усеченный конус шар радиуса R, его высота должна быть равна 2R, а расстояние от середины высоты ( то есть от центра) до каждой точки окружности касания R. 


3.Призма и сфера.
Определение 3.3.1. 

Призма называется описанной около сферы, если сфера касается всех граней призмы. 

Определение 3.3.2.
Если призма описана около сферы, то сфера называется вписанной в призму.

    Вписанная сфера будет касаться всех граней призмы, значит ее центр это точка, равноудаленная от всех граней призмы. Центр вписанной сферы лежит в точке пересечения всех биссекторов двугранных углов призмы.
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   Рассмотрим правильную призму АВСА1В1С1. Биссекторы двугранных углов при ребрах АА1 и ВВ1 пересекаются по прямой ОО1 (О и О1 – центры вписанных окружностей в треугольник АВС и А1В1С1 соответственно). Значит, ОО1 – геометрическое место точек, равноудаленных от  боковых граней призмы АВСА1В1С1. Чтобы определить центр вписанной сферы, проведем биссектор двугранного угла при ребре АВ. Эта плоскость пересечет прямую ОО1 в некоторой точке S. Если   S – середина отрезка ОО1, то вписать сферу в данную призму возможно. 
Таким образом,  в правильную призму можно вписать сферу в том случае, если ее высота равна диаметру сферы.

     Вписать сферу можно также в любую прямую призму, в основание которой можно вписать окружность радиуса R, а высота которой равна 2 R.

   В наклонную призму можно вписать шар, если в ее перпендикулярное сечение можно вписать окружность радиуса R, а высота призмы  равна 2 R. 
4.Пирамида и сфера.

Определение 3.4.1. Пирамида (усеченная пирамида) называется описанной около сферы, если сфера касается всех граней пирамиды. 

Определение 3.4.2.
Если пирамида (усеченная пирамида) описана около сферы, то сфера называется вписанной в  пирамиду (усеченную пирамиду).
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   Центр  вписанной в пирамиду сферы – это точка,  равноудаленная от всех граней пирамиды.  

  Рассмотрим треугольную пирамиду SABC. Центр сферы, вписанной в данную пирамиду – есть точка, равноудаленная от всех граней пирамиды. Центр вписанной сферы лежит в точке пересечения биссекторов двугранных углов пирамиды. Для построения центра сферы достаточно провести три биссектора. Это будут биссекторы двугранных углов при двух боковых ребрах, например AS и CS, и при одном из ребер основания пирамиды. Первые две пересекаются по прямой – геометрическое место точек, равноудаленных от боковых граней пирамиды. Пересечение этой прямой с третьим биссектором даст исходную точку О*.

    Таким образом, в любой тетраэдр можно вписать сферу. Это возможно и в том случае, если пирамида прямая и в основание которой можно вписать окружность. 

    Для сферы, вписанной в усеченную пирамиду, рассуждения о нахождении ее центра аналогичны таковым для полной пирамиды. Только следует добавить, что высота пирамиды, должна быть равна диаметру вписанной сферы, так как последняя касается оснований усеченной пирамиды.
 Тест по теме:’’ Тела, описанные около сферы’’

Задания первого и второго уровней направлены на проверку запоминания  учениками теоретического материала. В первом уровне содержатся упражнения на распознавание  основных понятий темы: описанный около сферы цилиндр,  конус, описанная призма. Второй уровень содержит упражнения, выполнение которых основывается на воспроизведении всего  учебного материала по данной теме (на уровне памяти): расположение центра сферы, вписанной в конус, призму и задание на выбор правильных утверждений. Эти задания составляют необходимый фундамент, только на основе которого может быть дальнейшее развитие. Первый и второй уровень соответствует первому этапу методики формирования понятий – уровню узнавания. 
Задания третьего уровня обеспечивают следующий этап в методике формирования понятий – применение знаний в несильно измененных условиях. Так в нашем тесте предлагаются упражнения на нахождение центра сферы, вписанной в  пирамиду,  конус,  цилиндр. Задания третьего уровня направлены на проверку осознанного применения понятий не только данной темы, но и темы первого  блока теории т.е. геометрические места точек. Например, при нахождении центра сферы, вписанной в цилиндр, необходимо вспомнить расположение центра сферы ( точка, равноудаленная от оснований и боковой поверхности цилинра) – это предыдущий уровень теста. А также следует определить г.м.т., равноудаленная от оснований и боковой поверхности цилинра. Аналогично выполняются еще два задания третьего уровня.
Задания четвертого и пятого уровней в методическом плане – это перенос знаний в различные измененные условия, проверка понимания сформированных понятий. В данном тесте четвертый и пятый уровень представлен задачами на вычисление радиуса вписанной сферы, нахождение площади сечения т.е. применение теории на практике. Однако задания пятого уровня отличаются от заданий четвертого уровня. Пятый уровень требует более тонкого анализа, более сложных логических выводов и связей.
Первый уровень

1.Вставьте пропущенные  слова: Конус называется описанным около сферы, если … .

             а) сфера касается всех образующих  конуса; 

б) сфера касается всех образующих и основания конуса;

в) окружность основания конуса принадлежит сфере; 

г) боковая поверхность конуса принадлежит сфере; 

д) сфера касается  основания конуса .
2.Вставьте пропущенные слова: Призма называется описанной около сферы, если … . 
          а) основания призмы лежат на поверхности сферы;
             б) сфера касается всех ребер призмы;

          в) сфера касается граней призмы ;

г) сфера касается оснований призмы; 

д) сфера касается всех граней призмы.

3. Вставьте пропущенные  слова: Цилиндр называется описанным около сферы, если … .

             а) сфера касается обоих оснований цилиндра; 

б) цилиндр принадлежит сфере; 

             в) сфера касается всех образующих и обоих оснований цилиндра ; 

 г) ось цилиндра является диаметром сферы;

д) боковая поверхность цилиндра принадлежит сфере.
Второй уровень

4. Центр  вписанной в конус сферы : 

             а) точка, равноудаленная от вершины конуса и точек окружности  основания;

               б) точка, удаленная от каждой образующей конуса и от его   

                 основания;

               в) точка, равноудаленная от  образующей конуса и от его   

                 основания; 

             г) точка, удаленная от вершины конуса и точек окружности       

                 основания;

                д)  точка, равноудаленная от каждой образующей конуса и от его   

                  основания .

5. Центр  вписанной в призму сферы : 

              а) точка, удаленная от всех вершин призмы;

              б) точка, равноудаленная от всех вершин призмы;

              в) точка, равноудаленная от всех граней призмы;

              г) точка, удаленная от всех граней призмы;

              д) точка, равноудаленная от всех ребер призмы.
6.Выберите правильные утверждения:
              а)в любой тетраэдр можно вписать сферу; 

                б)вписать сферу можно  в  прямую призму, в основание которой можно вписать окружность; 

              в) центры вписанной и описанной около цилиндра сфер совпадают; 

              г) в прямую призму нельзя вписать сферу;
                д) вписать сферу можно  в  прямую призму, в основание которой можно вписать окружность радиуса R, а высота которой равна 

                  2 R.
Третий уровень

7. Центр сферы, вписанной в конус, находится на пересечении:

а) прямой, содержащей ось конуса, и биссектрисы осевого сечения;    

б) прямой, содержащей ось конуса, и плоскости, проходящей через образующую ;

в) прямой, содержащей ось конуса, и биссектрисы  сечения конуса;

г) прямой, содержащей ось конуса, и плоскости, проходящей через середину образующей и  перпендикулярно к ней; 

д) прямой, содержащей ось конуса, и плоскости, проходящей через середину образующей.
8.  Центр сферы, вписанной в  пирамиду, находится на пересечении  :

а)  всех биссекторов  пирамиды;

б) перпендикуляра, восстановленного из центра окружности, описанной около основания, и плоскости, проходящей через середину бокового ребра и перпендикулярно к нему; 

в) перпендикуляра, восстановленного из центра окружности, описанной около основания, и плоскости, проходящей перпендикулярно к  боковому ребру;

г) биссекторов двугранных углов пирамиды; 

д) перпендикуляра, восстановленного из центра окружности, описанной около основания, и биссектора двугранного угла при основании.
9. Центр сферы, вписанной в цилиндр, находится на :

а) пересечении прямой, содержащей ось цилиндра, и плоскости, проходящей через середину  образующей;

б) пересечении прямой, содержащей ось цилиндра, и плоскости, проходящей через середину  образующей и перпендикулярно к ней;

в) пересечении прямой, содержащей ось цилиндра, и плоскости, проходящей через   образующую и перпендикулярно к ней;

г) середине оси цилиндра; 

д) пересечении прямой, содержащей ось цилиндра, и плоскости, проходящей через  образующую.
Четвертый уровень
10. Радиус сферы, вписанной в правильный тетраэдра с ребром а:

а) 
[image: image35.wmf]2
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б)
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в) 
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г) 
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д) 
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11. Сфера радиуса 
[image: image40.wmf]R
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   описана около цилиндра,  в который  вписана сфера. Радиус вписанной сферы:
а) 
[image: image41.wmf]R
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б) 
[image: image42.wmf]R

2

;

в) 
[image: image43.wmf]R
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г) 
[image: image44.wmf]R
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д) 
[image: image45.wmf]R
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12. Высота правильной четырехугольной пирамиды равна H,  r - радиус круга, вписанного в основание. Радиус сферы, вписанной в эту пирамиду: 

а) 
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д)
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Пятый уровень
13. В основании треугольной пирамиды лежит равнобедренный прямоугольный  треугольник, гипотенуза которого равна l. Боковые грани образуют с плоскостью основания углы, равные соответственно  α, β, γ. Радиус вписанной  в пирамиду сферы:
       а) 
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       б) 
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          в) 
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          г)
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          д) 
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14. Внутри правильного тетраэдра ABCD расположены две сферы радиусов 2R и 3R, касающихся друг друга внешним образом,  причем, одна сфера вписана в трехгранный угол с вершиной в точке B, а другая – в трехгранный угол с вершиной в точке  A.Ребро  этого тетраэдра:
   а) 
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   б) 
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   в) 
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   г) 
[image: image59.wmf]22

6

5

+

;

   д) 
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15. В конус с высотой h и радиусом основания  r вписана сфера. Площадь сечения этого шара плоскостью, проходящей через вершину конуса под углом 45ْ   к плоскости основания:
   а)
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   б) 
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   в) 
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   г) 
[image: image64.wmf]p

2

2

3

2

2

4

h

r

h

r

h

+

-

;                                                                       

   д) 
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